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RESUMEN

Se describe el problema de encontrar el nimero de
guardias necesarios para vigilar un poligono simple. Se
presenta el problema original, los resultados actuales
sobre la familia de problemas relacionados, sus variantes,
los problemas abiertos y sus posibles aplicaciones.
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INTRODUCCION

Este  problema de  geometria  computacional,
engafiosamente sencillo, fue propuesto inicialmente en
1973 por el gedmetro y topologo Victor Klee [1].

Supdngase que teniendo el plano de la planta de una
galeria de arte se desea saber cudntos guardias se
necesitan colocar para que todo punto de la galeria esté
continuamente vigilado. De manera equivalente pueden
imaginarse lamparas en lugar de guardias y requerir
iluminacion directa completa. El problema puede
definirse formalmente como:

Dado un poligono simple de » lados,
determinar el minimo nimero de vértices
desde los que es posible ver todos los
puntos en el interior del poligono [2].
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Figura 1: Guardias en una Galeria de Arte

GLOSARIO

La definicion de los siguientes términos es de utilidad
para entender las descripciones subsiguientes [3].

G0
Funcion que regresa el mayor entero que es menor
oigual ax.

0G0
Funcidn que regresa el menor entero que es mayor
oigual ax.

Diagonal

Segmento dentro de un poligono tal que sus
extremos son vértices, y que de otra manera no
toca dP, el perimetro de P.
Guardia
Un punto, fuente de visibilidad o iluminacion.
Guardia de vértice
Aquel que se encuentra en el vértice de un
poligono.
Guardia de punto
Aquel que se encuentra en un punto arbitrario.
Linterna
Una fuente de luz que ilumina desde el 4pice de un
cono con apertura 0.
Linterna de vértice
Aquella cuyo apice esta en un vértice (a lo mas una
por vértice).
Poligono simple
Aquel que no se intersecta a si mismo.
Visibilidad
Propiedad entre dos puntos cuando existe un
segmento de linea que los conecta sin cruzar
obstaculo alguno.
Visibilidad interior
En una region poligonal P, un guardia x [ P puede
ver un punto y [1 P si el segmento xy no es exterior
aP:xyOP.
Visibilidad exterior
En una regién poligonal P, un guardia x [J P puede
ver un punto y [1 P si el segmento xy no es interior
a P: xy puede intersectar 0P, el perimetro de P.
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TEOREMA DE LA GALERIA DE ARTE

Conjetura: para un poligono simple con n lados, [#/3[]
guardias son a veces necesarios y siempre suficientes para
vigilar el poligono. Dichos guardias pueden siempre
colocarse en los vértices del poligono.

Vasek Chvatal hizo la primera demostracion de esta
conjetura, ahora llamada el Teorema de la Galeria de
Arte. Esta demostracion era rudimentaria, posteriormente
Steve Fisk encontrd una prueba “para El Libro™".

La demostracion se realiza en pocos pasos [2]:

1. Triangular el poligono con sus diagonales.

2. Mostrar que para dicha triangulacion, sus
vértices pueden colorearse con soélo tres colores,
de modo que cada triangulo tenga todos los
colores.

3. Escoger los vértices del poligono con el color
menos frecuente.

Puede probarse formalmente que es posbile utilizar sélo
tres colores para colorear los vértices de la triangulacion
de un poligono simple [4]. Supdngase entonces que se
encontrd una triangulacion diagonal que cumpla 1. y 2.
Asumase que R son los vértices rojos; V, los verdes y 4,
los azules. Entonces obviamente R + '+ 4 = n. Uno de
los nimeros forzosamente no excede a los otros dos, por
lo que sin perder generalidad podemos asumir que:

A<R y A<V
Entonces:

BA<R+V+A=n

Para lo que A <n/3, y como A4 es un niimero entero:

A < /30
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Figura 2: Posicion de los guardias necesarios

* Paul Erd6s decia que Dios tiene un libro con los
teoremas mas elegantes y sus demostraciones [1].

La figura2 muestra los pasos para resolver un poligono
con n = 7 (2a), el cual debe necesitar 2 guardias como
maximo. El poligono es triangulado (2b) y se colorean los
vértices de cada triangulo (2¢), lo que arroja tres vértices
negros, dos grises y dos blancos. Se elijen estos tltimos y
se muestra el 4rea vigilada por cada uno (2d).

PRINCIPALES RESULTADOS

La tabla 1 muestra los resultados encontrados a la fecha
para los problemas mas generales [4]. Algunas variantes
tienen nombre mnemoénicos en relacion al tipo de
poligono, al tipo de guardia y a la posicion del mismo
respecto del area vigilada.

En todos los casos el nimero de guardias mostrado es el
necesario para algunos poligonos y suficiente para todos
los poligonos.

Problema Poligono Posicién |Guardia Numero
Galeria de Arte simple interior | vértice @/30
Fortaleza simple exterior |punto /30
Patio de Prisién simple int. y ext. |vértice /20
Patio de Prision ortogonal int. y ext. vertice éy?fz/gzg]
Poligonos ohrtogonal interior | vértice /40
ortogonales simple

Pohgon(_) ortogonal ortog(_)nal COn |, erior | vértice /40
con agujeros h agujeros

Poligonos con poligonos con {n+h)/30

interior |punto

agujeros h agujeros

Tabla 1: Numero de guardias necesarios

La figura 3 muestra el patio de prision ortogonal, con
n=24, cuyo interior y exterior son vigilados por 8§
guardias.

Figura 3: Prision
ortogonal

OTRAS VARIACIONES
GUARDIAS MOVILES

Esta variacion permite que los guardias patrullen
segmentos, diagonales o lados del poligono; lo cual es
equivalente a iluminar con lamparas fluorescentes
alineadas con segmentos, diagonales o lados [4,5].



ILUMINACION CON LINTERNAS

Urrutia introdujo una clase de preguntas que involucran
guardias con vision restringida, o dicho de otra manera,
iluminacion con linternas de mano. ;Cudntas linternas,
cada una con apertura O y con su apice en puntos distintos
no exteriores, son suficientes para cubrir un poligono de n
vértices? [4]

GUARDIAS VIGILADOS

En esta variante puede verse como el problema de
guardias en los que no se confia plenamente y se desea
que cada guardia se visible por otro [6].

PROBLEMAS ABIERTOS

*  Algoritmos de triangulacion, idealmente en tiempo
lineal [3].
*  Algoritmos para encontrar soluciones dptimas.

*  Problemas con poligonos ortogonales.

CONCLUSION

Se mostré6 como un problema que parece tan sencillo a
primera vista da lugar a una familia de problemas
interesantes y a variaciones que pueden ser investigadas.

Las posibles aplicaciones de este tema incluyen la
vigilancia con camaras de seguridad fijas o con robots
ambulantes, la iluminacion Optima de espacios,
“rendering” de imdagenes, posicionamiento de antenas
para aplicaciones inalambricas, etc.
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